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Abrevieri

alt.int. = alterne interne

l.m. = linie mijlocie

T.P. =Teorema lui Pitagora

R.T.P. = Reciproca teoremei lui Pitagora
P.E. = Postulatul lui Euclid

T.F.A. = Teorema fundamentala a asemanarii
T.M. =Teorema lui Menelaus

e = aria triunghiului ABC

simo A = simetricul lui 4 fatd de O



Cuvant-inainte

Interesul pentru problemele cu piatrate a crescut in mod constant. In ulti-
mii 10-15 ani au fost propuse, la etapele Judetene sau finale ale olimpiadei de
matematica, circa 12-16 probleme de acest fel.

Ingeniozitatea, rigurozitatea, complexitatea sau simplitatea rationamentu-
lui geometric constituie frumusetea si savoarea rezolvarii problemelor acestea
si, sd nu uitdm, satisfactia pe care o avem atunci cand ,,biruim” o problema care
nu se lasa ,,deslusitd” cu usurinta.

Aceasta culegere se adreseaza elevilor cdrora le place sa rezolve proble-
me de geometrie euclidiand, incepand cu novici si termindm cu cei care se pre-
gatesc pentru fazele superioare ale olimpiadei sau ale concursurilor de
matematica.

Sunt 325 de probleme originale sau propuse de autori diferiti, din manua-
le, culegeri, Gazeta Matematica, RMT sau alte reviste, precum si probleme
propuse la O.M. si C.M.

Veti gasi demonstratii celebre ale teoremei lui Pitagora, demonstratii ale
lui Euclid, Leonardo da Vinci sau Ion Ionescu, membru fondator al Gazetei
Matematice, ca si probleme propuse din primele numere ale acesteia (1895-
1935).



Capitolul |
Teorema lui Pitagora si unele probleme utile
in rezolvarea altor probleme

Teorema lui Pitagora

G
1
4 F
H
B C
E D

Desenul de mai sus reprezinta celebra teorema a lui Pitagora. Dupa cum ob-
servam, pe laturile unui triunghi dreptunghic ABC, cu «4 = 90°, s-au construit
patrate. Putem afirma ca aria patratului construit pe ipotenuza este egald cu
suma ariilor patratelor construite pe catete.

In versiunea moderna, teorema spune ca:

Suma patratelor lungimilor catetelor unui triunghi dreptunghic este
egala cu patratul lungimii ipotenuzei.

Am ales sa prezint aici trei demonstratii ale acestei teoreme realizate In
epoci diferite ale istoriei omenirii. Este vorba de demonstratiile facute de
Euclid, Leonardo da Vinci si Ion Ionescu, intemeietorul revistei Gazeta
Matematica.
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Voi reaminti urmatorul aspect folosit in demonstratia lui Euclid:

Daca a || AB, atunci toate triunghiurile cu un varf pe a si avand baza
(AB) sunt echivalente.

Avem EE' L AB,DD' L AB,CC' L ABsi & D £
a || AB. Rezultd ci EE' = DD' = CC' = ’ ’

CC'-AB DD'-AB EE'-AB
2 2 2

A4BD = A4BC = AABE.

si deci

Euclid a folosit acest aspect pentru a
demonstra c¢a .%gcpe = Aagur + Hacre din
figura alaturata.

AC || HB = %/ = Sfcup, apoi rotind cu ~ H
90° 1n sensul acelor de ceasornic, vom duce
punctul C'in E si Hin 4 si ACHB = AEAB. B P C

Construim AP || BE si /e = IpBE,
astfel .Zuup = lppr = 2.94nB = 2.9/pBE <
& AuBHI = ABPOE.

Analog .“ZGrc = .9pcpo, pentru ca in
final sa avem %/gcpE = AupHI + SHaGFC. E

Q

Foarte ingenioasa este demonstratia lui Leonardo da Vinci.
Leonardo da Vinci construieste, ca in fi-
gura alaturata, AHJI = ABAC. Se observa ca
si AGAE este congruent cu ABAC. Punctele G
F — A — D sunt coliniare (45° + 90° + 45°). D
Se obtin astfel patru patrulatere congruente
ApEGF + lpcer = Slachs + Hapi. Scazand F
din ambii membri 2 - .%5c, obtinem:
AABFG + AACDE = SABCHI.

E

Existad sute de demonstratii ale acestei
teoreme, unele geometrice, altele algebrice,
obtinute din Antichitate pana astdzi, in di-
verse locuri din lume, in China, in India in 1 H
tarile arabe, independente una de alta, dar
demonstratiile geometrice au un farmec
deosebit prin ingeniozitate si deseori prin J
simplitate.
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In primul numir al revistei Gazeta Matematicd, aparut in 15 septembrie
1895, Ion Ionescu prezenta o demonstratie a teoremei lui Pitagora pe care o
voi reproduce mai jos:

»vom construi patratele pe catetele triun-
ghiului dreptunghic, iar pétratul ipotenuzei M B
peste triunghiul dreptunghic.

Fie ABC triunghiul dat, ABMN patratul con-
struit pe cateta AB, ACPQ patratul construit pe
cateta AC. Ludm pe dreapta MN o lungime
MS = AC si pe dreapta PQ o lungime PR = AB
st ducem dreptele BS, CR, RS, OS, ON. Fiecare
din triunghiurile MSB, PCR, AQN sunt egale
cu AABC, ca avand unghiul lor drept cuprins \
intre laturi respectiv egale cu catetele triunghi- O R P
ului dat (vezi figura alaturatd).

Prin urmare, avem relatiile: 1) AB=BM = RP = AN, 2) AC=MS = CP = AQ,
3) BC = BS = CR = NQ. Mai rezulta apoi ca unghiurile MBS, ABC sunt egale
cu ABM, adica e un unghi drept. In acelasi mod se poate vedea ci unghiul BCR
este tot drept. Prin urmare, patrulaterul BCRS are laturile BS, CR egale cu BC
dupa relatiuni 3) si perpendiculare pe BC, deci este un patrat, adicd patratul pe
ipotenuza. Rezulta ca SR = BC.

Triunghiurile NOR, SOR sunt egale. In adevir, ele au: 1) o laturd SQ comuni,
2) laturile SR si NQ egale de oare-ce fie-care e egala cu BC, 3) laturile NS si RQ
sunt egale ca diferente de lungimi egale. In adeviar avem: RQ = PO — PR = AC —
— AB, NS = MS — MN = AC — AB. Acum, daca din toatd figura MBCPROSNM
scoatem triunghiurile MBS, CRP, RQOS, ramane patratul pe ipotenuza. Daca din
aceeasi figura scoatem triunghiurile ABC, ANQ, NQOS respective egale cu MBS,
CRP, RQOS, raman patratele pe catete. Descazutul si cantitatile ce se scad fiind
aceleasi, rezulta ca diferenta este aceeasi. Asa dar patratul BCRS este egal cu
suma pitratelor MNAB, POAC si teorema este demonstrati.””

I. Ionescu

* Revista Gazeta Matematicd a aparut la 15 septembrie 1895 la initiativa inginerului si mate-
maticianului Ion Ionescu-Bizet, alaturi de alti noud ingineri romani. Revista a aparut neincetat,
chiar si in timpul razboaielor, in numere lunare. In 1909, redactorii revistei au infiintat Societa-
tea Gazeta Matematicd, care mai tarziu a devenit Societatea de Matematica si Fizicd, pentru ca
ulterior sd devina Societatea de Stiinte Matematice din Romaénia, societate care a organizat
prima Olimpiada Internationala de Matematicd, la Brasov, in 1959.
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Urmatoarele probleme contin configuratii intalnite Tn multe probleme cu pa-
trate. Unele dintre ele, fiind foarte des intalnite, le-am numit /eme.

1. In patratul ABCD, E € (4B) si F e (BC), astfel incat AE = BF. Demonstrati

ca:

a) DE = AF;

b) DE L AF.
Rezolvare: D c
Demonstratia I:

ADAE «DAE =« ABF =90° e
a) B DA= AB — ADAE = AABF = -

AE = BF P

= DE = AF s1 «ADE = «BAF = x°. 4 '
b) In ADAE = «AED = 90° — x° < «4EP = 90° — x°. E

Observam cd «PAE + «AEF = 90° = «4APE =90° = AF | DE.

Demonstratia I1:

«ADP = x° = «BAF = «EDC = 90° — x° s1 «4FB =90° —x° = «EDC = «AFB
= «PDC = «PFB = DCFP este inscriptibil = «DCF + «DPF = 180° = 90°
+«DPF = 180° = «DPF =90° = DP | PFF = DE 1 AF.

Observatie: Aceastd problemd o vom considera ca Lema si o vom folosi ca
atare.

2. Se da patratul ABCD, E € (AB, B € (AE), F € (BC, C € (BF), astfel incat
BE = CF. Demonstrati ca:

a) AF = DE;,

b) AF | DE.
Rezolvare:

AD = AB o D
a) «DAE =£ ABF =90° = ADAE = AABF = x

AE = BF r
= AF = DE si «ADE = «BAF = x°.
b) Fie AF N DE = {P}. Din ADAE = «DEA = 90° — x°.
In APAE avem «APE = 180° — (90° + x°) —x° = y B E
= «APE =90° = AF 1 DE.
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3. Fie patratul ABCD, M € (AB), N € (BC) si P € (CD), astfel incat DM L AN
si MN L PN. Demonstrati ca «PMN = 45°.

Rezolvare: Fie DM ~ AN = {Q}. In AAQD luim D
+ADQ = x° = «DAQ = 90° — x° si «MAQ = 90° —

— (90° — x°) = x°, deci «BAN = x° = «ADM =

— AABN = ADAM (C.U.) = AM = BN = MB =

=AB — MA = AB — BN si CN = BC — BN = AB — 0
— BN = MB=CN(1).
«CNP + «<PNM + <MNB = 180°, «<PNM = 90° = 4 M B
= «CNP + «MNB = 90°, dar «MNB + «BMN = 90° =

= «BMN = «CNP = ABMN = ACNP (C.U.) = MN = PN = AMNP — drept-
unghic isoscel = «PMN = 45°.

P C

N

4. Se da patratul ABCD, M € (BC), N € (DC), astfel incat «MAN = 45°. Daca
BD n AN = {P}, demonstrati cd MP L AN si MP = AP.

Rezolvare: In patrulaterul ABMP avem «PAM = D
= 45° si «PBM = 45° = «PAM = «PBM si sunt
unghiuri formate de diagonale cu laturile opuse. P
Rezultd cd patrulaterul ABMP este inscriptibil si
«ABM = «APM = 90° = PM 1 AN.

In AAPM, «MAP = 45° si «MPA = 90° rezulti ca 45°
«AMP = 45° si AAPM este dreptunghic isoscel. 4 B

N C

M

5. Fie patratul ABCD, AC n BD = {O}, N mijlocul lui (40) si M mijlocul lui
(CD). Demonstrati cd AMNB este dreptunghic isoscel.

D M C
Rezolvare: Fie MP L OC, P € OC = MP || DO si
M mijlocul lui (DC) = MP = lm. iIn ADOC = D
:MPZDTOZON(I); 0
oc N
PO=— = PO+ ON=0C=0B(2).
2 A B

= AMPN = ANOB.
ANOB NP =0B (2)

MN = BN (3) si «MNP = «NBO = x°. in ANOB, «BNO = 90° — x° = «MNB =
=x°+90° —x°=90° = MN L BN si MN = BN (3) = AMNRB este dreptunghic
isoscel.

AMPN MP =ON (1)}00
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